Devoir a la maison n°1 pour le 4 septembre 2017

Exercice 1
Soient (un) nen €t (V5) nen les suites définies par :
up=1l,v9=2,etvVneN, un+]:%2vn Un+1:%3vn.
1. Soit w, = v, — uy,.
(a) Montrer que (wy) zen €St une suite géométrique.
(b) Donner I'expression de w, en fonction de 7.
(c) Calculer lalimite de (w;,) nen-
2. Soit t, =8v, + 3u,. Montrer que () ,en €St une suite constante.
3. Déduire des questions 1b. et 2. les expressions de u,, et v, en fonction de n.

4. Déterminer les limites de (1) nen €t (V1) nen-

Exercice 2
Partiel:
On considere I'application
fids,(R) — M1 (R)
X 3x+y-2z
y - 2y
z xX+y
1 0 1
On considere la famille (u,, up, u3) définieparu; =| 1|, up=|2|, u3={0].
1 1 1

1. Démontrer que f est une application linéaire.

Déterminer le noyau et 'image de f.

Donner la matrice A de f dansla base canonique de .43 (R).
Montrer que la famille (u;, uy, u3) est une base de .43 1 (R).

Exprimer f(u;) (respectivement f(u,), respectivement f(u3)) comme combinaison linéaire de (u, uy, us).

o o~ »w

En déduire la matrice D de f dans la base (u1, uz, u3).

Partie Il :

1. Démontrer que A’ -3A+ 215 = 0s.

2. Démontrer par récurrence qu'’il existe deux suites (a,) zen €t (by) nen telles que, pour tout entier 7,
A" = a,A+b,I;.
Donner les relations de récurrence vérifiées par (a,) nen €t (by) nen-

3. Démontrer que (a;)nen €t (bn) nen Sont des suites récurrentes d’ordre 2.

4. En déduire les expressions de (ay) nen €t (by) nen €n fonction de n, puis celle de A™ .

5. Justifier que A est inversible, et donner son inverse en fonction de A et I3.
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Exercice 3

Partie I : tirages dans une urne

Une urne % contient 1 boule noire et 4 boules blanches indiscernables au toucher.

1.

On procede a 400 tirages successifs avec remise d'une boule dans %. On appelle X la variable aléatoire égale

au nombre de fois ou1 1a boule noire a été piochée.
(@) Quelle est laloi de X ? On précisera X(Q) et P(X = k) pour tout k € X(Q).
(b) Donner la valeur de I'espérance de X notée E(X) et de la variance de X.

On procede cette fois-ci dans %/a une suite de tirages avec remise d'une boule jusqu’a obtenir la boule noire.

On appelle Y la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.
(@) Quelle estlaloi de Y?On précisera Y(Q) et P(Y = k) pour tout k € Y (w).
(b) Donner la valeur de E(Y) de V(Y).

Cette fois-ci, on pioche dans I'urne % successivement et sans remise toutes les boules. On note Z le numéro

du tirage auquel est apparue la boule noire.
(@) Quelle estlaloi de Z? On précisera Z(Q) et P(Z = k) pour tout k € Z(0Q2).
(b) Donner les valeurs de E(Z) et de V(2).

Partie I1 : tirages dans une urne choisie au hasard

L'urne % contient toujours 1 boule noire et 4 boules blanches indiscernables au toucher. Lurne 7 contient 2

boules noires et 3 boules blanches indiscernables au toucher.

On lance une piéce équilibrée. Si elle retombe sur le c6té Pile, on tire deux boules successivement et avec remise

dans %, et si on obtient Face, on tire deux boules successivement et avec remise dans 7.

On note T la variable aléatoire égale au nombre de fois ot1 'on a pioché une boule noire.

1.

2
3.
4

Quevaut T(Q)?

. Déterminerlaloide T.

Calculer E(T). La variable aléatoire T suit-elle une loi binomiale?

. Sachant que I'évenement [T = 1] est réalisé, est-il plus probable d’avoir obtenu Pile ou d’avoir obtenu Face

avec la piece?

On admet qu’en langage Scilab I'instruction grand (1,1, "uin",n1,n2) renvoie un entier au hasard et uni-
formément compris entre n1 et n2. Compléter le programme Scilab suivant afin qu’il affiche une simulation

de la variable aléatoire T.

T= ...,
if grand(1,1,"uin",1,2) == 1 then
for k = 1:2
if grand(1,1,"uin",1,5)<2 then
T = T+1
end
end
else

2017-2018 2 ECE2



end

disp(T,"Une simulation de T donne :")

Exercice 4

PartieI: étude d’'une fonction

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo| par :

S

fl) = - +1
Calculer chi_r% fx) et xl—i>r-lr—loo f(x). Interpréter graphiquement les résultats.
Etudier les variations de f.
Déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative € de f au point d’abscisse 1.
Etudier la convexité de f.

Tracer dans un repere orthonormé la tangente a 6y au point d’abscisse 1, ainsi que I'allure de la courbe €’¢.
Onprendra: e=~2.7 et e = 1.6.

Partie II : étude d’une suite

Soit (14,) nen la suite définie par ug = veetVneN, u, 1 = f(uy)

1.

S

Ecrire un programme SCILAB qui calcule et affiche les n premiers termes de cette suite pour un entier n

entré par I'utilisateur.

Montrer que VrneN,1 < u, <+e
Etudier les variations de la suite (i) en-
En déduire que (1) nen converge.

(a) Soit P le polynome défini sur R par P(x) = 355 —2x% - 1. Justifier que 1 est racine de P et en déduire 3

réels a, b, c tels que Vx € R, P(x) = (x — 1)(ax® + bx +¢)
(b) Soit g la fonction définie sur ]0; +oo par g(x) = x> — x? — In x. Etudier les variations de g.
(c) Démontrer que f(x) =x <= g(x) =0

Déduire des questions précédentes la limite de la suite (uy,) nen.

Partie III : étude d’une variable aléatoire a densité

. Montrer a 'aide d’'une intégration par parties que pour tout réel A supérieur ou égalal:

dx=1---—2=

fA In(x) 1 In(A)
1 x? A A

. Soit h la fonction définie sur R par :

fx)-1 six=1

VXER, h(x)={ 0 six<l1

Montrer que & est une densité de probabilité.
On considere dans la suite de cet exercice une variable aléatoire X dont & est une densité.

(a) Calculer la fonction de répartition F de la variable aléatoire X.
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(b) Recopier et compléter les lignes du programme Scilab suivant pour que la fonction F prenne en entrée
un réel x et calcule la valeur de F(x).

1 function y=F(x)

2 if x < 1 then

3
4 else

5 il
6 end

7 endfunction

8

9

x=linspace(1,5,10);
10 plot(x,F)
(c) Qu’obtient-on lors de I'exécution des lignes 9 et 10 du programme précédent?
4. X admet-elle une espérance?
5. Calculer les probabilités P(X =€), Pixs¢(X < e).
6. Soit A > 1. Calculer AliToo (Pix>a1(X >24)).

Exercice 5

Soit (1) ,>1 et (V) =1 deux suites définies par :

2 2
n _ Uy
et vpt1 =

uy=1v=2etvVn=1, uyy = .
Un+vn Un+ Uy

[a—

. ATaide d’un raisonnement par récurrence, montrer que pour tout entier n>1, ona u, >0 et v, > 0.

\S)

. Montrer que les suites (i) ,>1 et (V) =1 sont décroissantes et convergentes.

w

. Onpose /= lim u, et ¢ = lim v,.

O p n—+oo n n—+oo n
(a) Montrer que la suite (u,, — v,,) ,>; est constante et en déduire une relation entre £ et ¢'.
(b) En utilisant la relation w4 (1, +vy,) = ufl, montrer que £ ¢ =0.

(c) Déterminer ¢ et ¢'.

I

. Recopier et compléter les lignes (6) et (7) du programme Scilab suivant afin qu'il calcule et affiche les valeurs

de u;, et v, pour une valeur de n entrée par I'utilisateur.

(1) n=input(‘entrer la valeur de n :’)

(2) u=1t

(3) v=2

(4) for k=2:n

(5) =u

(6) u=.........
(7N Ve
(8) end

(9) disp(u)
(10) disp(v)

5. Modifier le programme précédent pour qu’il calcule et affiche la somme des termes de la suite u.
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Exercice 6

2 1 0 1 00
Soit M et I les matrices d’ordre 3 définiespar: M=| -3 -1 1 JetI=| 0 1 O
1 0 -1 0 01

1. (a) Calculer M? et M* et en déduire a I'aide d’un raisonnement par 'absurde que M n’est pas inversible.
(b) Pour tout entier n = 3, déterminer M".
(c) Calculer (I — M) (I + M+ Mz). En déduire que (I — M) est inversible et donner son inverse (I — ML
2. Onpose:S=M+1.
(a) Al'aide de la formule du binéme, exprimer pour tout 7 € N, la matrice $” en fonction de I, M et M2.

(b) Déterminer I'expression de la matrice S” en fonction de n.

3. Soit (Un) n=0, (Vn) n=o €t (Wr) =0 les trois suites définies par :

Un+1 =3Up+ Uy
uy=0,v9=1, wo=0etVnel, Un+1 =-3u,+wy
Wnp+1 = Up
Un+1 Un
(a) Etablir pourtoutneN,l'égalité:| v,y |=S| vn
Wn+1 Wn
Un Up
(b) En déduire pour tout n € N, la relation: | v, |[=8"| vo
Wn Wo

(c) Exprimer u,, v, et wy, en fonction de n. Montrer que u, + v, + w, = 1.

4. Dans cette question, on se propose de déterminer une matrice J d’ordre 3, triangulaire supérieure, a coeffi-

cients diagonaux tous nuls et une matrice P d’ordre 3, inversible, qui vérifient la relation J = PMP.
0
(a) Onpose: W =| 0 |.Calculer les matrices colonnes V et U définiespar: V=—-MW et U = M?W.
1

(b) Soit P la matrice d’ordre 3 dont la premieére colonne est W, la deuxiéme est V et la troisieme est U.

Calculer P?; en déduire que P est inversible et donner son inverse P!,

(c) Expliciter la matrice J = PMP.

5. On considere les applications
fi6.R) — 31 (R)

X 2x+y _ .
y | —3x—y+z et g=f+id
z xX-z

(a) Démontrer que f est une application linéaire.
(b) Déterminer une base du noyau de f.

(c) Justifier que M est la matrice de f dans la base canonique de .43 (R).

Donner la matrice N de g dans la base canonique de .43 (R).
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(d) Soit A={X € .3,([R), MX =-U} ot U est la matrice colonne définie au 4.a.
Soit B={X € 3, R), M?’X=-U } o1 U est la matrice colonne définie au 4.a.

A et B sont-ils sont espaces vectoriels? Déterminer les éléments de A et B.
(e) Soit C={Xe€.l3;(R),NX=X}.
Justifier que C est un espace vectoriel. En donner une base.
(f) Montrer que (U, V, W) est une base de .43 1 (R) ou U, V, W ont été définis au 4.a.

(g) Déterminer la matrice D de f dansla base (U, V, W) puis la matrice A de g dans la base (U, V, W).

Exercice 7

Un livreur hésite entre deux parcours : le parcours A plus long ou le parcours B plus court mais avec un feu
tricolore le retardant parfois.
On constate que le parcours A est choisi dans 60% des cas et donc que le parcours B est choisi dans 40% des

cas. Les choix sont supposés indépendants les uns des autres.

1. On note les différents parcours utilisé par le livreur. Par exemple, la suite AABAA... signifie que les deux
premiéres fois le livreur a choisi le parcours A, la troisiéme fois il a choisi le parcours B, les quatriémes et

cinquiéme fois le parcours A.

On note X la variable aléatoire représentant la nombre de fois ot le livreur a suivi le méme parcours avant

d’en changer pour la premiere fois.

Ainsi, dans 'exemple on a X = 2.

(a) Justifier soigneusement la formule :

Vk=1 P(X=k)=(0.4%0.6)+(0.6)0.4)

+00
(b) Vérifier par le calcul que Z P(X=k=1
k=1
(c) Déterminer I'espérance mathématique de X ainsi que la variance.

2. Soit n € N*. On note : Ny, la variable aléatoire représentant le nombre de fois ot le livreur choisit le parcours
A pendant les n premieres fois, T} le numéro de la fois ol1 pour la premiére fois le parcours A est choisi et T
le numéro de la fois ot pour la deuxieme fois le parcours A est choisi.

(a) Déterminer laloi de N,, son espérance mathématique et sa variance.
(b) Déterminer laloi de T}, son espérance mathématique et sa variance.
() Montrer que

Vk=2, P(Tr=k) =(k-1)(0.6)(0.4)%2

3. Onsuppose que le temps perdu en minutes sur le parcours B est représenté par la variable aléatoire Z dont

une densité de probabilité f est donnée par :

{ fO=te2sir=0

f()=0 sit<0
+oo 2 T
(On rappelle quef et Zdt:‘lg)
0

(a) Vérifier que f est bien une densité de probabilité.
(b) Déterminer la fonction de répartition F, de Z.

(c) Calculer I'espérance de la variable Z.
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Exercice 8
[Facultatif]

1. On considére la fonction polynéme P définie pour tout x réel par : P(x) = 2x> —3x% - 1.

Montrer que I'équation P(x) = 0 admet une racine réelle et une seule, a , et que a appartient a I'intervalle
11;2[.

2. Soit D =] — 1; +ool. On considére la fonction numérique f définie sur D par: f(x) =

1+ x3
On désigne par € la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repere orthonormé (on prendra

comme unité 4 cm).
(a) Etudier les variations de f.

(b) Ecrire une équation de la droite 2 tangente a la courbe % au point d’abscisse 0. Etudier la position de
la courbe € par rapport a la droite 2 dans l'intervalle D .

(c) Tracer la courbe €6, la droite & et la tangente a € au point d’abscisse 1.

3. (a) Déterminer trois réels a, b, c, tels que, pour tout x dans 'ensemble de définition de f, on ait :
£ a N bx+c
X)) =
x+1 x2-x+1

X
(b) x étant un nombre réel positif, justifier I'existence de la fonction F définie par : F(x) = f f®dtetla
0

calculer.

(1"

4. On considere la suite numérique (u,,) définie, pour tout entier naturel n de N, par: u, = ————
que Wninen p P U = G T D@ +2)

n
puis la suite (S;) ,en définie, pour tout n e Npar: S, = Z Uj
k=0
(a) Montrer que pour tout entier naturel 7, on a:

1 1
f t3n(1—t)dt=—
0 Bn+1)3Bn+2)
(b) Montrer que :
1 1_(_t3)n+1
VneN,S, = 1-t)————dt
nens,= [ a-nT0

(c) Montrer que

1 3
F)-S,= (—1)"“[0 # ("1 -1)]dt

3

1
et en déduire que: VneN*, |F(1)-S,|l<—

(d) Donner sur [0,1] un majorant de
1 9n?

+13
(e) Montrer que la suite (S;) neny €st convergente et donner sa limite.

Exercice 9
1 k+1 dt
[Facultatif] Pour tout entier naturel k non nul, on pose ay = P f -
Pour tout entier naturel » non nul, on pose H, = Z P u,=H,—-Inn vy,=H,—-In(n+1)
k=1

1. Démontrer que

n
Vn=1, v,= Z ay
k=1

2017-2018 7 ECE2



2. (a) Démontrer que
Vn=1, Inn+1)<H,<1+Inn
o o Hy
(b) En déduire la limite de de o lorsque n tend vers +oo.
3. (a) Démontrer que les suites (1) nen+ €t (V) nen+ sont adjacentes.
(b) En déduire qu’elles convergent vers un réel y. Ce réel est appelé constante d’Euler.

4. Ecrire une suite d’instructions SCILAB permettant d’obtenir une valeur approchée de y 2 10™° prés a I'aide

des suites u et v.
5. (a) Démontrer que

Vk=1, ar=-| —dt

(b) Démontrer que

Vis2 1(1 1 )< 5
=% Sk kr1) %=

(c) En déduire que pour tous entiers naturels petntelsque p>n=1ona

1( 1 1 ) 1(1 1)
- ——— S-S |=-——
2\n+l1 p+1 2\n p
(d) En déduire que pour tout entier naturel n=1ona:

1 1
<y-vp<—

2n+2 2n

6. (a) On pose pour tout entier naturel n =1, w, = v, + . Démontrer que

n+

1

o<y-w, < ——
Yo Wn = it

(b) Déterminer un entier N tel que wy soit une valeur approchée de y 2 107> pres.

(c) Ecrire une suite d’'instructions SCILAB permettant d’obtenir wy.
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